
一、引言

组合投资理论最初是由美国学者 Markowitz（1952）提

出的，标志着现代组合投资理论研究的开端。他认为理性投

资者总是在给定的期望风险水平下追求期望收益的最大化，

或者在给定的期望收益水平下追求期望风险的最小化，通过

选择有效的组合投资，来实现最大的期望效用。Markowitz还

对风险和收益进行了量化，建立了均值—方差模型。该模型

反映的是以资产权重为变量的二次规划问题，求出组合风险

最小时最优的投资比例。Sharpe（1963）在此基础上中提出了

Sharpe单指数模型。随后，Sharpe（1964）和Lintner（1965）分别

提出资本资产定价模型（CAPM）。但是，Markowitz的组合投

资理论与方法需要计算所有资产之间的方差—协方差矩阵，

当资产数目很多时，协方差矩阵的计算量将呈几何级数增

加，同时累计误差也相应增加。

为了解决这些问题，已有文献对组合投资理论进行了丰

富、改进和发展，可以概括为以下三个方面：

第一，在组合资产的协方差矩阵方面的研究，代表性的

有：Ledoit（2003）提出了缩小样本协方差矩阵的方法；Fan等

（2008）通过模拟研究，证明了用因子模型估计协方差矩阵比

用样本估计协方差矩阵所得的结果更精确；Pesaran等（2008）

研究了当组合投资中资产数量较多时，用因子模型估计的协

方差矩阵是如何影响各资产的最佳投资比例的。

第二，在组合投资决策模型新算法方面的研究，代表性

的有：黄秀路（2013）使用CVaR风险度量指标探讨投资组合

优化模型；Chopra等（2011）指出，在均值—方差模型的计算

中，参数估计的微小误差就会使得最终结果存在显著差异，

建议使用 James-Stein方法估计均值，以减少误差；陈志平等

（2012）构建了两种分别以CVaR和双边一致性度量为风险

度量的离散型多重约束实用投资组合选择模型；路应金等

（2004）给出证券组合投资分析的区间数线性规划方法；马永

开等（2013）将Lopes的SP/A理论扩展到多心理账户情形，提

出了容易求解的多心理账户证券组合投资决策模型；Goldfarb

等（2003）研究了如何构建和解决稳健的组合投资选择问题。

第三，在带有约束条件的组合投资选择方面的研究，代

表性的有：De Roon等（2001）应用了基于回归分析的平均变

异捡动法，研究当投资者面对卖空和交易成本限制时的做

法；许英（2014）建立了不同约束的模型并给出相应投资组合

的最优策略，研究了我国保险资金的投资组合优化问题；

Jagannathan等（2002）在Markowitz的均值—方差模型中加入

了非空约束的限制条件，并证明了加上这一条件对组合投资

选择是有益的；薛金实（2011）在Markowitz投资组合模型的

基础上，加入交易费用、最小交易单位和投资资本约束等限

制条件，建立了三种投资组合模型；Fan等（2012）通过对权重

向量施加总体风险暴露约束，得到带有惩罚约束的组合投资

选择模型，并且在理论上证明了这一组合投资选择的方差存

在上界。

无疑，监测和管理大规模组合投资不仅浪费时间，而且

要花费很大代价。因此，有必要选择恰当规模的金融资产进

带有范数约束的高维组合

投资选择模型及应用

【摘要】为解决高维组合投资选择中的计算困难问题、避免误差累积效应，本文在标准的组合投资选择模型中增加约

束条件，得到带有范数约束的高维组合投资选择模型。首先，分析了带有范数约束的高维组合投资选择模型与其他模型的

关系；然后，给出该模型的两种求解方法——基于二次规划方法的精确求解和基于LASSO回归的近似求解；最后，通过数

值模拟与实际应用，检验了该模型的有效性。

【关键词】组合投资选择；组合投资优化；二次规划；LASSO回归

【中图分类号】F224.0 【文献标识码】A 【文章编号】1004-0994（2016）20-0117-7

许启发 1，2
（教授），周莹莹 1，何耀耀 1

（副教授），蒋翠侠 1，2
（副教授）

【基金项目】 国家社会科学基金项目“高维数据广义分位数回归及在证券投资基金管理中的应用研究”（项目编号：

15BJY008）；教育部人文社会科学研究规划基金项目“非线性分位数误差校正模型及应用”（项目编号：14YJA790015）

2016.20 财会月刊·117·□

投资·证券□



行组合投资。一般地，应选择建立包含较少数量金融资产的

稳健型组合投资，以减少交易、监测和研究的成本。同时，努

力控制组合投资中各资产的投资比例，以避免极端的多头和

空头头寸。为此，可以建立带有范数约束的高维组合投资选

择模型。

本文在标准的均值—方差模型基础上，增加了范数约束

（组合投资权重绝对值之和小于某一限定值），得到了带有范

数约束的高维组合投资选择模型。这一模型既具有明确经济

含义，也具有很好的包容性。进一步地，给出了带有范数约束

的高维组合投资选择模型的两种求解方法：基于二次规划方

法的精确求解和基于LASSO回归的近似求解。最后，从两个

方面检验了新模型及其算法的有效性：一方面，基于 Fama-

French三因子模型，构造了Monte Carlo数值模拟机制，验证

了模型的有效性；另一方面，将带有范数约束的高维组合投

资选择模型应用于沪深 300指数，对其中的成分股进行组合

投资选择，评价其组合投资选择效果。

二、组合投资选择模型的建立

1. 标准的组合投资选择模型。Markowitz首次提出组合

投资理论与方法，开创了金融定量研究的先河。其核心思想

在于：将均值视为组合投资的收益，并将方差视为组合投资

的风险，建立均值—方差模型求解最优组合投资权重，使得

在给定风险条件下期望收益最大化或者给定期望收益条件

下风险最小化。

不妨考虑 N 个金融资产，其收益分别为：R1，R2，…，

RN，其相关结构可以用方差—协方差矩阵 Σ表示。一个理想

的组合投资，就是通过对金融资产进行合理配置，得到最优

组合投资权重w=（w1，w2，…，wN）′，使得组合投资风险 =

w′Σw最小化。可以得到Markowitz组合投资优化模型：

s.t. w′1=1

式中：1为由 1组成的列向量，1=（1，1，…，1）′N；约束条

件w′1=1，表明组合投资权重之和为1。

Markowitz 组合投资选择模型可以通过拉格朗日方法，

将有条件极值问题转化为无条件极值问题，进而使用标准的

二次规划方法进行求解，在理论上和实践上都具有很强的指

导意义。然而，在Markowitz组合投资模型中，没有对组合投

资权重施加非负约束等，容易产生一些极端权重结果，如：

wi=-500%、wj=+600%等。这些极端权重使财富分配与资产

管理极为困难，同时也带来了极高的资产买卖交易成本。

2. 带有非负权重约束的组合投资选择模型。Jagannathan

等（2002）在Markowitz 组合投资选择模型的基础上，实施了

非负权重约束，得到下式：

s.t. w′1=1 （2）

wi≥0， i=1，2，…，N

式中，由于wi≥0且w′1=1，有0≤wi≤1。这样，非负权重约

束限制了卖空机制的存在，现实中不可能存在极端的组合投

资权重，从而避免了Markowitz组合投资模型中容易产生极

端权重的问题。

3. 带有范数约束的高维组合投资选择模型。按照Fan等

（2012）的研究思路，在标准组合投资模型基础上，对组合投

资权重向量长度实施约束，得到下式：

s.t. w′1=1 （3）

合投资中权重极端值的出现。

通过约束参数 c的不同取值，可以得到不同的资产选择

结果。当 c=1时，约束条件w′1=1与 ≤1可以确保组合投

资权重非负，得到 Jagannathan等给出的“无卖空”约束组合投

资选择模型。当c→+∞时，约束条件 ≤+∞不起作用，相当

于没有实施约束，得到Markowitz给出的无约束组合投资选

择模型。当 1≤c≤+∞时，模型介于 Jagannathan等的组合投资

选择模型与Markowitz的组合投资选择模型之间。

在式（3）中，由于使用了约束条件 ≤c，可以将组合

投资权重进行“压缩”，将一些贡献不显著或者取值不大的权

重“压缩”到0，实现金融资产选择过程，能够解决高维组合投

资决策问题。为此，本文称之为“带有范数约束的高维组合投

资选择模型”。

三、组合投资选择模型求解

下面，进一步给出带有范数约束的高维组合投资选择模

型的两种求解算法：基于二次规划方法的精确求解和基于

LASSO回归方法的近似求解。

1. 精确求解。对于式（3），可以使用二次规划方法进行求

解。

首先，构造以下拉格朗日函数：

L（w，λ1，λ2）=w′Σw+λ1（w′1-1）+λ2（ w 1 -c）

其次，利用Karush-Kuhn-Tucker条件，可以得到：

（5）

式中，g为 的梯度向量。

最后，由式（5）求出最优组合投资权重向量w。

2. 近似求解。实际上，组合投资选择模型与回归模型之

间存在一定的联系，利用w′1=1这个条件，容易得到：wN=1-

w1-w2-…-wN-1，可以将组合投资风险最小化的规划问题

转化为一个回归问题，如下式所示：

σ2
p

（1）
min

w
σ2

p（w）=w′Σw

min
w

σ2
p（w）=w′Σw

min
w

σ2
p（w）=w′Σw

  w 1 ≤c
式中，  w 1 为权重向量的 1-范数，满足： w 1 = ||w1 +

  ||w2 +…+ ||wN ；  w 1 ≤c这个约束条件主要是为了防止组

 w 1

 w 1

 w 1

min
w,λ1,λ2

（4）

=0，λ2 ≥ 0
ì
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ï
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Σw+ λ11 + λ2g = 0
λ2（ w 1- c）
w′1= 1
 w 1 ≤ c

 w 1
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（6）

式中，Y=RN 且 Xj=RN- Rj（j=1，2，…，N- 1），w͂' =

（w1，…，wN-1）'为回归系数，d= c- |1- w͂'1|。特别地，当d=

0时，c=1成立。这样，可以通过回归分析求出回归系数，w͂' =

（w1，…，wN-1）'，进而得到最优权重w=（w͂'，1-w1-…-wN-1）′=

（w1，…，wN-1，1-w1-…-wN-1）′。

与二次规划的精确求解不同，回归方法的求解只能算作

近似求解，其取值依赖于资产Y=RN的选择，最终结果有可

能并非全局最优。当面对的金融资产数目非常庞大时，式（6）

就是一个高维变量回归模型，详见李根等（2012）的综述。对

式（6）所示的回归模型，可以使用Tibshirani（1996）与Efron等

（2004）给出的LASSO方法进行求解。

可以将近似求解过程概括为四个步骤：

第一步，在式（3）中，取 c=1，利用基于二次规划的精确求

解方法求出带有“无卖空”约束的最优组合投资，令其为Y。

第二步，在式（6）中，将Y代入并对剩余金融资产差额Xj

进行回归，使用LASSO方法求出与约束参数d相对应的回归

系数 w͂（d）。

第三步，通过w=（ w͂' ，1-w1-…-wN-1）'，将 w͂（d）还原

为w（c），其中：c=d+ 。

第四步，由w（c）得到最优组合投资收益：Rp（c）=w′（c）R

与最优组合投资方差： （c）=w′（c）Σw（c）。

四、数值模拟

1. 数据生成过程。利用 Fama 等（2012）给出的 Fama-

French三因子模型模拟金融资产收益状况，将 Fama-French

三因子模型写成以下矩阵形式：

式中，N为金融资产数目，T为样本观测时长，f为三因子

矩阵，B为因子载荷系数矩阵，ε为误差矩阵。

假设E（ε|f）=0和 cov（ε|f）=diag（ ，…， ）。因此，从

式（7）不仅可以模拟各个金融资产收益，而且可以得到R的

方差—协方差矩阵，如下式所示：

为模拟 N 个金融资产在 T 观测时期的收益，本文中

Fama-French三因子模型的参数设置参考Fan等（2012）的估

计。首先，从三元正态分布N（均值，方差）随机产生因子载荷

矩阵，其中正态分布的参数见表1左侧。其次，三因子收益从

三元正态分布N（均值，方差）中得出，其中正态分布的参数

见表1右侧。最后，从形状参数为3.3586和尺度参数为0.1876

的伽玛分布中得出残差项。

这样，通过式（7）可以得到金融资产收益的模拟数据，通

过式（8）可以得到金融资产收益真实的方差—协方差矩阵。

此外，还可以通过样本的方差—协方差矩阵，即 S=（R-R）

（R-R）′/（T-1），对Σ做出估计。

2. 数值模拟结果。利用前述的数据生成过程，分别选取

两种情形：①T=252，N=100；②T=252，N=500。这里，T=252

与一个年度的交易日相对应。对于情形①，由于N较大，接近

T，使得难以从样本方差-协方差矩阵S中得到Σ的精确估计。

对于情形②，由于N>T，直接导致Σ为奇异矩阵。无约束的

Markowitz 组合投资选择模型失效。分别使用真实的方差—

协方差矩阵与样本的方差—协方差矩阵作为输入条件，使用

精确求解算法对带有范数约束的高维组合投资选择模型进

行求解，得到最优组合投资权重与组合投资效果评价。

图1中左图和右图分别给出了最优组合投资日波动与选

中的金融资产数目随着约束参数变化的结果，可以看出当约

束参数 c的取值较小时，样本方差—协方差矩阵所得结果与

真实方差—协方差矩阵所得结果并无明显差异；当约束参数

c的取值较大时，两者所得结果差异明显，此时样本方差—协

方差矩阵所得结果存在较大误差。由图1还可以看出，随着约

束参数 c的取值增加，被选中的金融资产数目逐渐增多，投资

组合变得更加多元化了，风险分散化效果进一步增强，主要

表现为波动率迅速下降并且稳定在某一水平上，较好地提升

了已有的组合投资选择模型的投资效果。

当取T=252，N=500时，本文的方法依然能够给出最优

组合投资选择结果，如图2所示。图2与图1的结果相类似，可

以看出：在 c>2以后，基于样本方差-协方差矩阵估计方法所

得结果与真实的方差—协方差矩阵方法所得结果差异更大。

接下来，使用基于LASSO回归的近似求解算法，对此开

展研究。按照近似求解算法的四个步骤，以 c=1时基于精确

算法求得的“无卖空”约束组合投资选择结果作为Y，再完成

余下的组合投资选择过程，对组合投资效果进行评价。

为比较不同的方差—协方差矩阵估计方法对组合投资

选择效果的影响，本文采用两种方法来估计方差—协方差矩

阵：方法 1，样本方差—协方差矩阵；方法 2，Fama-French三

因子模型方差—协方差矩阵。

图3的左图与右图分别给出了方法1与方法2的LASSO

回归系数选择过程，两个选择过程并非完全一致，但最终都

R
N×T

= B
N×3

f
3×T

+ ε
N×T （7）

Σ=cov（Bf）+cov（ε）=Bcov（f）B′+diag（σ2
1 ，…，σ2

N）（8）

min
w′1= 1, w 1 ≤ c

σ2
p

= min
b,w′1 = 1, w 1≤ c

= min
b, w͂ 1≤ d

E（w′R-b）2

E（Y-w1X1-…-wN-1XN-1-b）2

（w）=w′Σw=var（w′R）

|1- w͂′
1|

σ2
p

σ2
Nσ2

1

表 1 模拟中使用的参数

因子载荷

三因子收益

均值

0.7828

0.5180

0.4100

0.02355

0.01298

0.02071

方差

0.02914

0.02387

0.01018

1.2507

-0.0350

-0.2042

0.02387

0.05395

-0.00696

-0.0350

0.3156

-0.0023

0.010184

-0.006967

0.086856

-0.2042

-0.0023

0.1930

资料来源：Fan等（2012）第597页。
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选择了100个金融资产。限于篇幅，本文略去了金融资产数目

为500的LASSO回归系数选择过程。

图4报告了在金融资产数目为100时使用LASSO回归近

似求解算法所得的组合投资效果，其中：左图为基于方法1所

得结果，右图为基于方法2所得结果。图4的结果表明：第一，

随着约束参数d取值的增加，投资者越容易选择更多的金融

资产来分散风险，所得组合投资的波动率呈现下降趋势；第

二，无论是方法1还是方法2，所得组合投资的经验风险都与

真实风险非常接近。

图5报告了在金融资产数目为500时使用LASSO回归近

似求解算法所得的组合投资效果。其中：左图为基于方法1所

得结果，右图为基于方法2所得结果。与图4相比，图5呈现出

一些新的变化：第一，当 d>3以后，基于方法 1与方法 2所得

组合投资的经验风险与真实风险的差异都在变大，意味着更

大规模资产给组合投资选择带来了一定的困难；第二，基于

方法 2所得组合投资的经验风险与真实风险更为接近，这主

要是因为大规模金融资产的样本方差—协方差矩阵估计精

度不如基于 Fama-French三因子模型的方差—协方差矩阵

估计精度高。

最后，分别将图 4与图 1、图 5与图 2进行对比，可以发

现：就风险分散化效果而言，基于LASSO回归近似求解算法

所得组合投资选择结果与基于二次规划精确算法所得组合

投资选择结果较为接近，表明基于LASSO回归近似求解算法

取得了较好的近似效果。
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图 1 基于精确算法组合投资选择效果（T=252，N=100）

图 2 基于精确算法组合投资选择效果（T=252，N=500）
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图 3 LASSO回归系数选择过程（T=252，N=100）

图 4 基于近似算法组合投资选择效果（T=252，N=100）

图 5 基于近似算法组合投资选择效果（T=252，N=500）



五、实证研究

1. 数据选取。本文选取沪深 300指数作为研究对象，其

中包括 300 指数与 300 只成分股的价格数据，样本区间为

2009年1月5日 ~ 2015年12月31日。为了估计方差—协方差

矩阵，选取了我国 Fama-French三因子收益数据，样本区间

为 2011年 4月 11日 ~ 2015年 12月 31日。由于沪深 300指数

的成分股每半年调整一次，即 300只成分股在所考察的样本

区间内总是不断变化的，故本文剔除了价格空白区域在50天

以上的成分股，最终选取了 230只成分股。合并样本区间，最

终时间范围为 2011年 4月 11日 ~ 2015年 12月 31日，数据频

率为日度数据。本文数据来源于国泰安数据服务中心、中信

指数有限公司网站和Google Finance网站。本文所有计算均

在R3.2.2软件下完成。

2. 组合投资选取效果评价。这里组合投资选择采取滚动

窗口的方法，以一个年度的数据为样本进行建模，得到最优

组合投资权重；按照该最优组合投资权重对下个月的交易日

进行组合投资，计算组合投资的收益与标准差等信息；以一

个月为时间单位依次向后滚动，不断得到新的组合投资。依

然采用前面提及的两种方法（方法 1：样本方差—协方差矩

阵、方法 2：Fama-French三因子模型方差—协方差矩阵）估

计方差—协方差矩阵，讨论并比较不同方差—协方差矩阵估

计方法对组合投资选择效果的影响。

图 6给出了基于精确算法的组合投资选择效果，左图为

年化波动率，右图为夏普比率；实线为基于样本方差—协方

差矩阵估计方法，虚线为基于Fama-French三因子模型方差

—协方差矩阵估计方法。由图6可以看出，实线与虚线存在较

大距离，表明基于方法 1所得的结果与基于方法 2所得的结

果存在较大差异。无论是方法1还是方法2，其波动率总体上

存在先下降后上升的趋势，并且大约在 c=1.7处达到最小。而

夏普比率的变动情况与此稍有不同，基于方法 1所得的结果

呈现出先上升后下降的趋势；而基于方法 2所得的结果呈现

出递增趋势，并最终保持在恒定水平上。不过，这两种方法所

得的夏普比率均以 c=1.7处为转折点。这一结果对于约束参

数取 c=1.7时，可以得到较为满意的组合投资选择效果。进一

步比较发现，基于方法 1的波动率高于基于方法 2所得的结

果，同时前者的夏普比率低于后者，表明基于 Fama-French

三因子模型的方差—协方差矩阵估计方法能够得到更为满

意的组合投资效果。

表2列出了最优组合投资选择的年化收益与年化风险等

特性。可以看出：第一，基于方法2所得的金融资产数目多于

基于方法 1所得的金融资产数目，这一结果导致了前者的最

大权重小于后者，最小权重大于后者；第二，无论方法1还是

方法 2都存在负权重现象，表明沪深 300指数进行非负权重

的加权组合投资效果并非最优；第三，将最大权重与最小权

重进行比较，可以看出“做多”的权重远远大于“做空”的权

重，表明在沪深 300指数成分股中，只需进行少量“做空”操

作，就可以实现最优组合投资。

为便于比较，本文以等权组合投资模型及标准的均值—

方差模型（全局最小方差组合投资模型）作为基准，其组合投

资效果也列于表2中。由表2可知：第一，无论是基于方法1还

是方法 2估计的方差—协方差矩阵，等权组合投资所得夏普

比率都为负，其组合投资效果劣于带有范数约束的高维组合

投资模型；第二，对于全局最小方差组合投资模型，基于方法

1所得的组合投资效果较差，最小权重较小，最大权重较大，

“做多”的权重略高于“做空”的权重；而基于方法2所得的投

资组合效果明显提升，其夏普比率为1.524，仍不如带有范数

约束的高维组合投资模型所得的组合投资效果（c≥2.0），且

其所选头寸数目较多、最大权重较高，不利于资产管理。
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图 6 沪深300指数组合投资选择效果



方法1：样本方差-协方差矩阵估计法

c=1.0

c=1.5

c=2.0

c=2.5

c=3.0

c=3.5

c=4.0

c=4.5

c=5.0

等权组合
投资

最小方差
组合投资

标准差
（%）

0.201

0.153

0.153

0.156

0.157

0.158

0.159

0.160

0.162

0.216

0.411

夏普
比率

0.500

0.758

0.812

0.653

0.489

0.379

0.221

0.123

0.152

-0.135

-0.435

最小
权重

0.000

-0.052

-0.063

-0.071

-0.079

-0.084

-0.089

-0.095

-0.097

0.006

-0.742

最大
权重

0.101

0.241

0.256

0.251

0.242

0.234

0.225

0.217

0.204

0.006

0.879

多头资
产数目

75

23

45

59

68

76

87

95

103

230

112

空头资
产数目

0

12

27

41

54

65

72

86

93

0

105

表 2 沪深300指数组合投资收益与风险

综合比较可知，本文建立的带有范数约束的高维组合投

资选择模型，通过对约束参数的控制与选择，可以得到满意

的投资组合选择效果：较高的夏普比率与较少的头寸数目，

可适用于大规模组合投资管理与决策。

六、结论

在标准组合投资选择模型的基础上，通过施加范数约

束，得到了带有范数约束的高维组合投资选择模型。将带有

范数约束的高维组合投资选择模型与其他组合投资选择模

型进行比较，发现其更具一般性：通过约束参数 c的取值，能

够得到不同的组合投资结果。这一结果为机构投资者选用不

同的组合投资方案提供了可能，既可以选择较小的 c值，控制

资产池中金融资产的规模，降低监管成本，也可以选择较大

的c值，达到降低风险的目的。

对于带有范数约束的高维组合投资选择模型，分别使用

二次规划方法与 LASSO回归方法，给出其精确求解和近似

求解算法，并通过Monte Carlo数值模拟与实际应用验证了

模型的有效性。数值模拟结果表明：基于LASSO回归的近似

求解算法能够较好地逼近基于二次规划的精确算法，组合投

资选择效果基本一致。通过实际应用，发现带有范数约束的

高维组合投资选择模型不仅能够运用于资产数目大于样本

量的高维情形，而且能够实现金融资产的选择，得到比基准

的组合投资模型（等权组合投资模型、均值—方差组合投资

模型）更为有效的组合投资选择结果，主要表现在两个方面：

第一，可以获得更高的夏普比率，取得更为满意的收益风险

比；第二，选中的头寸数目更少，便于组合投资管理，降低组

合投资选择成本。
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方法2：Fama-French三因子模型方差-协方差矩阵估计法

c=1.0

c=1.5

c=2.0

c=2.5

c=3.0

c=3.5

c=4.0

c=4.5

c=5.0

等权组合
投资

最小方差
组合投资

0.145

0.122

0.114

0.122

0.123

0.123

0.123

0.123

0.123

0.216

0.122

0.502

1.025

1.634

1.751

1.764

1.781

1.781

1.781

1.781

-0.135

1.524

0.000

-0.047

-0.033

-0.028

-0.028

-0.028

-0.028

-0.028

-0.028

0.006

-0.039

0.059

0.175

0.162

0.122

0.113

0.109

0.109

0.109

0.109

0.006

0.208

89

54

119

203

212

212

212

212

212

230

131

89

41

68

109

115

115

115

115

115

0

98
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