
一、应用动态规划算法的动机

案例 1：一家公司现有m万元，本年可投资的业务有 n

项。其中，第一项业务对应的成本是C1，收益是R1；第二项业

务对应的成本是C2，收益是R2……第 n项业务对应的成本

是Cn，收益是Rn。假设同种业务只能投资一次，不可重复。若

每项业务对应的成本和收益已知，求该公司用m万元投资这

些业务可以取得的最大收益。

显然可以用递归法来解决此问题：

设V（i，j）表示能够用 j万元购买的前 i项业务收益最大

的子集的收益。根据V（i，j）这个最佳子集中是否包含业务 i，

可以得到下列递归关系式：

V（i，j）=

该方程表示的是：如果第 i项业务的成本Ci比 j小（或等

于 j），那么取得最大收益的方案有可能包含该项业务，至于

是否包含，就看包含该业务所能取得的最大收益与不含该业

务所能取得的最大收益两者中何者更大。而如果第 i项业务

的成本Ci比 j大，那就不能选择购买该项业务，也就是说取得

最大收益的方案一定不包含此项业务。

当 i和 j有至少一项等于零时，表示该公司投资业务的资

金为零或者不投资任何业务，所以其所能取得的收益一定为

零，即当 i=0或 j=0时，V（i，j）=0，故该方程的边界条件是：

该案例目标是求出V（n，m），即用m万元购买的 n项业

务收益最大的子集的收益。

因此，可以得到以下递归过程（伪代码）：

function V（i，j：integer）；

begin

if（i=0）or（j=0）then return 0

else begin

if j-Ci>=0 then

Answer：=max［V（i-1，j），Ri+V（i-1，j-Ci）］；

if j-Ci<0 then

Answer：=V（i-1，j）；

end；

end；

1. 记忆化搜索。上面的递归算法显然是正确的，但是它

的运算速度却很慢，因为它的时间复杂度是指数级的。如果

记V（i，j）的值是d［i，j］，以数组来表示，由于 1≤i≤n，1≤j≤m，

所以一共只有O（n×m）个d值需要计算，而在执行递归算法

的时候却做了大量的重复运算。

可以这样改进这个算法：

因为V（i，j）的值一旦被计算出来就不会改变，所以在每

次调用 V 函数之前先检查之前是否已经计算过该值，如

果是，则直接从数组中读出，不必再花费时间重新进行计

算，即：

function V（i，j：integer）；

begin

if Calculated［i，j］then return d［i，j］；

//此处为原来的V函数代码

d［i，j］：=Answer；

Calculated［i，j］：=true；

end；

2. 自底向上的递推。除了上述这种改进方法，还有另外

一种改进方法：可以按照一定的顺序计算所有的d值。由于计

算d［i，j］需要知道d［i-1，j］和d［i-1，j-Ci］，所以可以按照 i ~

j递增的顺序来计算d［i，j］，即：

动态规划算法在管理会计中的应用

【摘要】动态规划算法是运用状态转移解决多阶段决策的一种最优化方法。这种方法基于最优化原理，把多阶段过程

转化为一系列单阶段问题，进而逐个求解，可以高效地解决许多用贪心算法或分治算法无法解决的问题。本文结合管理会

计中的问题，运用运筹学、金融建模等知识，探讨了动态规划算法在管理会计中的应用。

【关键词】动态规划；管理会计；最优化原理

【中图分类号】F230 【文献标识码】A 【文章编号】1004-0994（2016）05-0053-3

钟方源

max｛V（i-1，j），Ri+V（i-1，j-Ci）｝，j-Ci≥0

V（i-1，j），j-Ci<0

V（0，j）=0，j≥0

V（i，0）=0，i≥0

2016.05 财会月刊·53·□

财务·会计□



for i=0 to n do d［i，0］=0；

for j=0 to m do d［0，j］=0；

for i：=1 to n do

for j：=1 to m do

begin

if（j-Ci<0）then

d［i，j］：=d［i-1，j］；

else

d［i，j］：=max（d［i-1，j］，Ri+d［i-1，j-Ci］）；

end；

这两种改进方法就是动态规划算法。正是由于递归算法

中产生了大量的重叠子问题，导致运算速度很慢，因此才有

动态规划算法所带来的两种改进。

d值的递推式被称为状态转移方程，每个 d值则被称为

一种状态。在下文中，因篇幅所限，不再写出伪代码，而只把d

值的递推式以及边界值写出来。因为只要有了递推式和边界

值，就很容易将伪代码写出来，不论是记忆化搜索还是自底

向上的递推。一般而言，伪代码是一个三重循环：第一重循环

按照一定的逻辑顺序循环每一个状态；第二重循环则考虑不

同的递推路径，这些递推路径的数量被称为决策数；最里层

循环进行单个状态的状态转移。因此，动态规划算法的复杂

度是状态数、决策数与转移费用的乘积。

二、动态规划算法的适用条件

1. 最优化原理。在案例 1中运用到这个问题的一个性

质，在把原问题转化成子问题时，当且仅当子问题最优时，原

问题最优，这就是最优化原理。最优化原理并不是显而易见

的，也不是一定成立的。比如在案例1中，如果改成求个位数

字最大的收益，则动态规划算法失效。如果最优化原理成立，

则称该问题有最优子结构。

2. 无后效性。无后效性是指每一种状态的值只取决于当

前状态所对应的特征变量，而与到达该状态的运算方式无

关。如果不满足无后效性，那么状态转移方程的表达就是不

合理的，因为同一个状态可能会对应很多本质不同的实例。

在案例 1中，对于给定的资金总数m、业务数量 n，以及每个

业务对应的成本Ci和收益Ri而言，一旦计算出某个状态的d

值，就不会再发生改变，因此才可以运用记忆化搜索的方法

用数组把它记录下来。而如果d值会因后续结点值的变化而

发生改变，那么不仅记忆化搜索的实现方式不再适用，而且

反方向求解的递推算法也很可能出错。

3. 子问题的重叠性。在案例 1中，动态规划算法将原来

具有指数级复杂度的递归算法改进成只具有多项式时间复

杂度的算法，其关键就在于减少了重复冗余的运算，这就是

应用动态规划算法的根本目的。动态规划算法的实质是一种

以空间存储量换时间运算速度的算法技术。它在实现的过程

中，不得不对运算过程中的各个状态值进行存储，以方便后

续的运算调用已经得出的值，从而降低时间复杂度。因此，使

用动态规划算法来解决的问题一般具有一个显著特征：子问

题的重叠性。如果子问题不是重叠的，那么动态规划算法对

每一状态进行存储的这一行为就是不必要的，甚至是浪费空

间资源的。虽然子问题的重叠性并不是动态规划算法适用的

必要条件，但是只有在子问题具备重叠性的前提下，应用动

态规划算法与其他算法相比才具有时间效率上的优势。

三、管理会计中常见的动态规划模型

1. 背包模型。背包模型的一般描述是：有 n件物品和一

个容量为m的背包。在背包中放入第 i件物品会消耗数量为

Ci的费用，而能够得到的对应价值是Ri。求在背包中放入哪

些物品，可以使这些物品既不会超出背包的容量，又能够使

得背包的价值最大化。同种物品或者投资不可重复选择的背

包模型被称为01背包。下面再分析另一种背包模型。

案例2：假设一家公司现有m万元，本年可投资的业务有

n项。其中，第一项业务对应的成本是C1，收益是R1；第二项

业务对应的成本是C2，收益是R2……第 n项业务对应的成

本是Cn，收益是Rn。假设对同一业务可以重复投资。若每项

业务对应的成本和收益已知，求该公司用m万元投资这些业

务可以取得的最大收益。

这种可重复选择同种投资方案的背包模型被称为完全

背包。这个问题与案例1十分相似，不同之处仅在于业务可以

重复投资。所以对于每一种业务而言，可选的策略不是投资

或者不投资两种选择，而是投资0次、1次……直至m/Ci次等

多种选择。设k为投资的次数，故0≤k≤m/Ci，可以由案例1的

状态转移方程改进而得到下列方程：

d［i，j］=max｛d［i-1，j］，d［i-1，j-k×Ci］+k×Ri｝，0≤k≤m/Ci

此时的边界条件是：

2. 资源分配模型。资源分配模型的一般模式是：给定数

量为m的资源，用以分配给 n个部门，第 i个部门获得 j数量

的资源时有对应的盈利值R［i，j］，求分配m数量的资源给n

个部门所能获得的最大盈利。

案例 3：某公司有m万元的资金，分配给 n个部门。已知

第 i（1≤i≤n）个部门获得 j（0≤j≤m）万元的资金时可以为该公

司带来R［i，j］万元的盈利。求将这m万元资金分配给n个部

门所能获得的最大盈利。

用数组d［i，j］表示前 i个部门分配 j万元资金所能够带来

的最大盈利数，则状态转移方程为：

d［i，j］=max｛d［i，j］，d［i-1，k］+R［i，j-k］｝

其中，1≤i≤n，0≤j≤m，0≤k≤j。k表示具体分配给前 i-1个

部门的资金。该方程表示的是，若给前 i-1个部门分配k万元

资金，并给第 i号部门分配 j-k万元所得到的盈利更大，那么

就用这个方案更新d［i，j］的值。

d［i，j］=0，j≥0

d［i，0］=0，i≥0
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不把任意数量的资金分配给任何部门所能够得到的盈

利数只能是零，所以该方程的边界条件是：

d［0，j］=0，0≤j≤m

3. 固定资产投资模型。大型固定资产的投资一般分期进

行，在每一会计期间又有多种投资方案可供选择，每个决策

都会对总体效益产生影响，因此可以用动态规划算法来计算

最优的投资策略。

案例 4：某公司拟在n年内建设年产量相同的m 个生产

工厂以适应发展。根据市场对产品的需求量，该公司预测各

年累计需求的工厂数为X1，X2，…，Xn，各年建设一间生产工

厂所需的成本分别为C1，C2，…，Cn。建厂期为一年，可以当

年建成。假设不考虑货币的时间价值及贴现问题，求符合生

产需要的最少投资成本。

用数组 d［i，j］表示第 i（0≤i≤n）年建设 j（0≤j≤m）家工厂

所需要的最少投资成本。设k（0≤k≤j）为循环变量，循环每一

个可建工厂数的值。则状态转移方程是：

d［i，j］=min｛d［i-1，j］，d［i-1，k］+（j-k）×Ci，j≥Xi｝

这个方程表示的是第 i年建设 j家工厂所需要的最少投

资成本等于第（i-1）年建设k家工厂的最少投资成本加上第 i

年建设（j-k）家工厂的投资成本。在该方程中，k从0循环到 j，

尝试每一种方案，取投资费用最小的方案的值。

不消耗任何时间且不建设任何工厂所消耗的成本值是

零，故该方程的边界条件是d［0，0］=0。

4. 生产—存贮模型。该模型的一般模式是：企业根据市

场需求量制定今后每个时期的生产批量计划。即根据预测的

各时期产品的需求量以及企业的生产能力和贮存能力选择

最佳的生产—存贮策略，调整各个时期的生产批量，使得企

业的生产既能够满足市场的需求，又可以尽量减少损失。在

市场需求量小时，适当多生产一些商品留至库存，以弥补市

场需求量大时生产能力之不足。其总策略目标是追求整个计

划期内总成本最低。

案例 5：已知某公司在 n个月内根据市场需求生产的机

器产品数量分别为X1，X2，…，Xn。若该公司的生产能力为每

月 60部，库存能力为 40部，每批生产 20部。每部机器生产费

为 2万元，当月生产的机器若不能售出，每一部机器需要付

出的存贮费是 5万元。求最优生产—存贮策略所花费的最低

总成本。

用数组 d［i，j］表示前 i个月共生产了 j批次，设 k是循环

变量，循环尝试上一期（即 i-1月）共生产的批次数。得到状态

转移方程：

d［i，j］=min｛d［i，j］，d［i-1，k］+（k×20-∑
1

i - 1
Xn）×5+（j-

k）×20×2｝

其中：（k×20-∑
1

i - 1
Xn）表示当期库存数量；（j-k）×20表

示的是本期生产的台数。该方程的边界条件是：

d［1，j］=j×20×2

这是由于在第一个月无须考虑上一期库存，只需计算出

第一个月的产品生产费用。

四、管理会计中常见的动态规划优化方法

1. 问题的稀疏性。有时候，动态规划面对的问题是稀疏

的，即可优化为只需计算一部分子问题的解。此时需要把算

法优化至必须计算的子集的规模。对于非常稀疏的问题，动

态规划优化方法改进的效果是十分可观的。一般方法是先通

过预处理计算出必须计算的子集，从而排除那些不需要计算

的子集。

比如案例 2中，如果业务A和业务B对应的成本和收益

满足：CA≤CB且RA≥RB，则可以直接把业务B去掉，不再考

虑。这是由于业务A的成本比业务B的成本小，但是业务A的

收益比业务B的收益大，即业务A比业务B更“物美价廉”。在

同一业务可以无限次重复投资的情况下，总是会优先选择A

而不选择B，所以业务B可以直接被排除出必须计算的子集。

但是在案例1中，由于同一业务不可重复投资，故仍然有可能

选择业务B，此优化方法不再适用。

2. 状态压缩。运用动态规划算法解决问题最关键的步骤

就是得出状态转移方程的表达式。一般而言，一个数组即可

表示出所有状态。但是经济生活中也会遇到一些问题，这类

问题既具有动态规划算法的适用性质，又包含大量需要表示

的信息。表示这些问题的状态如果用数组进行存储的话，可

能需要运用到高维。但是由于动态规划算法的特点是用空间

效率换取时间效率，高维的数组很可能不便于存储。于是，需

要通过状态压缩的方法来降低维数存储状态。

比如在案例1中，状态转移方程为：

d［i，j］=max｛d［i-1，j］，Ri+d［i-1，j-Ci］｝

d［i，j］的取值有两种，一种是d［i-1，j］，另一种是d［i-1，

j-Ci］+Ri。显然，如果 d［i，j］=d［i-1，j］的话，相当于 d［i，j］直

接复制了 i-1时 d的取值，而 j的取值不发生改变。而如果 d

［i，j］=d［i-1，j-Ci］+Ri，注意到 i依然对应着 i-1，j对应着 j-

Ci，然后再加上Ri。也就是每次用到的值只有 j、j-Ci和Ri。因

此可以得到压缩后的一维状态转移方程：

d［j］=max｛d［j］，d［j-Ci］+Ri｝

其中，d［j］表示的是 j万元资金用来投资可以取得的最大

收益。
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